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Construccion de los naturales

Definicion.
Sea X conjunto, se define y denota el sucesor de X al conjunto X* = X U {X}.

Definicion.
Se denota y define como el cero “0” al conjunto vacio @, es decir, 0 = @.

Axioma del infinito
Existe un conjunto que contiene el 0y el sucesor de todos y cada uno de sus
elementos.
W, 0eEWAxeW =>xTeW)

Notas.
El conjunto W se llama conjunto sucesor.
Asi, el axioma del infinito nos dice que, existe un conjunto sucesor.
Este es el tipo de axioma necesario para introducir los naturales.

Teorema 1.
Sea (Xj)je] una familia de conjuntos sucesores de A.

Entonces e, X; esun conjunto sucesor.

Demostracion.
Sea W = ey Xj, donde (Xj)je] es una familia de conjuntos sucesores de A.

Entonces debemos probar que W es conjunto sucesor, es decir, que verifica:
i) 0ew
ii) Six € W, entonces xT € W.

En efecto:
i) Como Xj es conjunto sucesor Vj € J, entonces 0 € X;,Vj € ], luego 0 €
N ey Xj, es decir, 0 € W.
i) Porotrolado,six EW & x € Njg; X; & x€X; ,Vj€]=x*€X;,Vj€],
(va que X; es conjunto sucesor Vj € /) & x* € N;e; X; & xt EW.

Definicion.

Sea C una coleccién de todos los subconjuntos de A que son conjuntos sucesores,
esdecir, C= {X € P(A) : X esun conjunto sucesor }, se define el conjunto de
“numeros naturales” como w = Nyec X
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Observacion.

Por el teorema anterior, el conjunto w = N X €s un conjunto sucesor.
Teorema 2.

Si W es conjunto sucesor, entonces w € W . Es decir w es minimal.

Demostracién.

Sea W un conjunto sucesor arbitrario, entonces W N A es también conjunto sucesor
ycomo W N A c A, entonces W N A es otro de los conjuntos sucesores de la coleccién C
que contiene al conjunto de nimeros naturales w = Nyec X, luegow € W N Ay porlo
tanto, w Cc W.

Lo anterior prueba la propiedad minimal que caracteriza a los naturales.

Teorema 3.
El conjunto w = Nxec X es Unico (no depende de A)

Demostracién.

Supongamos que existe otro, w.

Como w es minimal, w € w vy el otro w también es minimal, por lo tanto w € w, por
el axioma de extension, w = w. Luego w es Unico.

Observacion.
Como 0=0

1=0*=0u{0} = {0}
2=1*=1vu{1} ={0}u {1} ={0,1}
3=2t=2u{2}={0,13u {2} ={0,1,2}

4=3*=3U{3}=1{0,1,2}u{3}={0,1,2,3}

Se ha demostrado que el conjunto de los nimeros naturales w es el Unico conjunto
de sucesores que es subconjunto de cualquier conjunto de sucesores.

Por el axioma del infinito, concluimos de inmediato parte del siguiente teorema.

Teorema 4.
a. 0ew
b. neEw>n"€w
c. ~(In€w, nt=0)
d (SCa),OES, (n€S=>n+ES))=> S=w

PEMM, USS Jorge Wevar Negrier



UNIVES| DAD
SAN SEBASTIAN

FACULTAD DE CIENCIAS DE . . . . .
LA EDUCACION CARRERA PEDAGOGIA DE EDUCACION MEDIA EN MATEMATICA, MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

e. XEN=>xCn, Vn€E€w
f. Vhmew > nt=mt=>n=m)

Demostracién.

a. Inmediato por axioma del infinito.

b. Inmediato también por el axioma del infinito.

c. Supongamos lo contrario, es decir, que se verifica la negacién de la proposicion.
Asi,An € w, nt =0, es decir, nU {n} = @, lo cual es contradictorio.

d. De lasegunday tercera parte del antecedente o hipétesis, es decir, de 0 € Sy de
(n € S = n* €5), por el axioma del infinito, se concluye que S es conjunto
sucesor y por la propiedad minimal, w € S. Como S c w, por la primera parte
de la hipodtesis, usando el axioma de extensién concluimos que S = w.

e. SeaS={n€w: x €n=xcn} verifiquemos primero las tres hipdtesis del
teorema 4.d.:

0) Scw.
i) 0€S.Enefecto,x €0 > x c 0 esldogicamente verdadera.
ii) Sin €S, entonces x En = x c n. (h)
“debemos probarquex Ent > x cn
Six ent © x €nu{n}, entonces x En V x € {n}
Six€En=>p xcnyporlotantox cncnuU{n}=n*
Ysix€{n}=>x=nyporlotantox =ncnu{n}=nt
Por lo tanto hemos probado que n* € S.
De 0), i) y ii), aplicando ahora el teorema 4.d., se concluye que § = w.
Lo anterior equivale a decir que, x € n = x C n es vélida o verdadera Vn € w.

+ «

f. Vn,m € w,supongamos que n* = m, entonces,
i) Sinent=nu{n}=nemt=mu{m}. lLuegp neEmvn=m.
Aplicando el teorema 4.e., tenemosquen c mvVn = m.
i) Andlogamente, sim € m* = m U {m}, setienequem cnvm =n.
De i, y ii., por el axioma de extensién, se concluye que n = m.

Observaciones.

El teorema 4, parte a., b., c., f. y d., constituye el conocido “Sistema de Axiomatico de
Peano”, y que aqui hemos demostrado.

El teorema 4.d., se denomina Principio de Induccién Matemadtica o 52 Axioma de
Peano.

La demostracion del teorema 4.e., fue realizada usando el teorema 4.d., conocida
popularmente como “demostracién por induccién” (sobre n).

Esta demostracion consiste en:

o)  Definir un subconjunto S de niumero naturales que verifica la propiedad que
se desea probar, por lo tanto se verifica de la partida que S C w.
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i) Posteriormente se debe probar que 0 € S, lo que equivale a verificar que la
propiedad se verifica paran = 0.

ii) Finalmente suponer que si n € S, entoncesn® € S. Al suponer quen € S,
equivale a suponer la veracidad de la proposicién para n, esta suposicion se
denomina “hipdtesis de induccidon” y con ello se debe probar que el sucesor
de n, también la verifica, es decir, que n* € S.

De los tres pasos anteriores aplicando el teorema 4.d., es decir, el principio de
induccion matematica, se concluye que el conjunto S es el conjunto de niumeros naturales,
es decir, que S = w. Lo anterior equivale a probar la veracidad de la proposicién para todos
los nUmeros naturales.

Observaciones.

Ningln n € w, es subconjunto de uno de sus elementos.

Todo elemento de un n € w, es subconjunto de n, (teorema 4.e.)

Hemos definido el conjunto w, como el conjunto de los nimeros naturales o
simplemente “naturales”. Asi,0 Ew,1 € w,2 Ew,.. w ={0,1,2,..}.

Usted sabe o conoce que el conjunto N = {1, 2, 3, ... }, es el conjunto de los nimeros
naturales. Aceptemos que w = N U {0}, es también el conjunto de los nimeros naturales y
que N = w \ {0}, es el conjunto de los numeros naturales. Es decir, tenemos dos objetos
distintos con un mismo nombre. Por lo tanto el conjunto de los numeros naturales es
w V N. Asi, lo que usted no debe aceptar, es que alguien afirme, que “es falso que 0, sea
un nimero natural”, y tampoco la afirmacion, ”es falso que 0, no sea un numero natural”.
Teorema 5.

a. n#nt, VneEw

neén vVnew

(vmew\{0}=N)= @n€ew: m=n")

NEw=>ncCw

XEnN=XxEw, VNneEw

Si f={(n,n*) €Ew?: n€w} entonces f:w — w\{0} es biyectiva.

I Y

Demostracion.
a. Usemos el principio de induccién matematica:

SeaS={n€w: n+n*}

o) Claramente S Cc w

i) 0€S, enefecto 0% 0%, yaque0t =0uU {0} ={0}y{0} #0.

i) Sine€S,entonces n # nt, aplicando a esta desigualdad el contra

reciproco del teorema 4.f,, se obtiene que n* # (n*)*, porlotanto n* € S
De 0), i) y ii) por el teorema 4.d. (principio de induccién matematica) S = w.
Porlotanto, n # n*, Vn € w.

b. Sino:3In € w, n € n, entonces {n} c n,luegon U {n} =n.
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Lo anterior implica que n* = n U {n} = n, es decir, n = n* lo que es
contradictorio por el teorema anterior. Luegon € n, Vn € w.

Indicaciones para las demostraciones de c., d. y e.

c. Utilice el principio de induccién matematica sobre “m”, considerando:
S=fmew: n=0V@Enewm=n")}
d. Utilice el principio de induccién matematica sobre “n”, considerando:
S={nhew:ncw}
e. Useelteorema5.d..

f.  Esta demostracién se deja como un desafio opcional.

Observaciones
La axiomatica de Peano (expresada por el matematico italiano Giuseppe Peano 1852-
1932) en la bibliografia tradicional es comun encontrarla expuesta como:

Axiomas de Peano

(1) Oew
(2) new =3 ntew
(3) Vnew, nt #0,obien ~@n€w, nt =0)
4 nmew=> nt=m"=>n=m)
(5) Si S c w yse verifican:
) 0€esS
ii) neS=>ntes
Entonces S = w

Axioma 52 de Peano
“Un conjunto de numeros naturales al que pertenezcan el 0 y el nimero siguiente de
cada uno de sus elementos, es la totalidad de ellos”
El axioma (5) es conocido como el “Axioma de Recurrencia” o “Axioma de Induccién
Matematica”.

Consecuencias del 52 axioma de Peano

I.  Como método de definicion:

Al definir el ente E(n), se utiliza un razonamiento constructivo, que consiste en
definir:
i) E(0) (o bien E(1) es verdadera )
PEMM, USS Jorge Wevar Negrier
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i) E(n%)apartirde E(n), Vn € w. (ovneN)

A este tipo de definicion se le denomina “recursiva” o por “recurrencia”

Ejemplos:
1) Potencia n — ésima de x. (x™, xeR\{0})
i) x° =1, vx € R\{0}
i) x" =x"-x Vxe R\{0},Vn € w
Para n € w, —n € Z\w, se define: x™™ = xin, vx € R\{0},vn € w.
2) Factorial de n. (n!)

)  ol=1
i) (mH'=m")'n!, Vnew

3) Sumatoriadelos xj,parak =1,...,n. (Xtixk, xx €R)

i) Zk1=1 Xp = X1

i) ﬁii X = Qpey Xx) + Xppq, VR EN

4) Productoriadelos x;,parak =1,...,n. (ML x,, xx €ER)
i) Hk1=1 X = X1
i) ixe = (T xk) * Xny1, VR EN

II. Como método de demostracion:

Principio de Induccidn Matematica

Sea P(n) una proposicion que depende de n vy si:

i) P(0) esverdadera. (o P(1) esverdadera)
i)  SiP(n) esverdadera, entonces P(n*) esverdadera.

Entonces P(n) es verdadera Vn € w. (o VvneN)

Ejemplos

Se pueden demostrar por Induccién matematica, entre otras propiedades, que:
1) 1+3+5+--+Q2nt=m0")? Vnew
2) (a-b)y"=a"-b", Vnew
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e
3) Ylik=""—, Vnew

Aritmética y orden en los naturales

Aritmética en w (definiciones recursivas)
Adicion:
Se definela”sumademconn”, Vm,n € w: m+n =s,(n) donde
S+ W — W eslafuncion u operacidn adicién con m , tal que
i. sp(0)=m
i.  sp(n*) = (sp(m)*
Teorema 6.
a. vnew, nt=n+1
n+0=n Vnew
O+n=n Vn€Ew
Sp+r(m) = (s,(m))*, vmn € w
n+rm=m-+n, Vmn € w
n+(m+k)=n+m)+k, Vmnk € w
m+k=m+k)=mn=m), Vmnk € w

@m0 o0 o

Demostracion
a. n+1=s,(1)=s,00%) =(s,(0)* =), Vn € w; porlotanton* =n+ 1.
b. n+0=s,(0)=n,vVn € w.
c. Usemos el principio de induccidon matematica,sea S={n € w : 0+ n = n}
0) Scow.
i) 0 € S, enefecto, 0 + 0 = 5,(0) = 0.
i) Sin€s, 04+n=n (hipdtesis de induccién).
Entonces 0 +n* = sy(n*) = (so(n))* = (0 + n)* =@y (N)* =n", por
lotanton™ € S.
De o), i) yii) y por el teorema 4.d. (principio de induccién matematica) S = w.
Las demostraciones de los teoremas d., e., f. y g. se dejan como ejercicios.

Multiplicacién:
Se define el “producto de m conn“, Vvm,n € w: m-n = p,,(n) donde

Pm+ @ — W eslafuncion u operacién multiplicacion con m , tal que
i. pn(0)=0
i. pp(*) = sp(En())
Teorema 7.
a. Ymew, m-0=90
b. Vmew, m-1=m
c. Ymnew, m-nt=m+m-n
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d vhew, 0:rn=0

n-m+m=nt-m, Vmnew
m=m-n, Vm,n € w
(m+k)=n-m+n-k, Vmink € w
(m-k)=mm-m)-k, Vvm,nk € w

S 3 3

e
f.
g.
h
Demostracion
a. m-0=p,0)=0, VmE w.
b. m-1=pnp(1) =p,(0") =s,(pn(0) =m+m-0=m+0=m, VmE w.
c. m-nt=p,(n")=s,(pn(M)) =m+m-n, Ymne w.
d. Usemos el principio de inducciéon matematica,sea S={n € w : 0-n = 0}
0) S cw.
i) 0 € S, enefecto, 00 = py(0) = 0.
ii) Sin€eS, 0-n=0 (hipdtesis de induccion).
Entonces 0-n* =0+0-n =mi) 0 +0 =0, porlo tanto nt €8.

De 0),i)yii) y por el teorema 4.d. (principio de induccion matemadtica) S = w.
Las demostraciones de los teoremas e., f., g. y h. se dejan como ejercicios.

Potenciacion
Se define la "potencia n, de m*, o bien, la ”potencia de base m, y exponente n“,
vm,n€w: m"=e,(n) donde

€m- W — (W eslafuncién u operacién potenciacion de m, tal que
i. en(0)=1
. em(n+) = pm(em(n))
Teorema 8.
a. Ymew, ml=
VmeEw, m=m
mt = m-m", Vm,n € w
m*tk =mn-mk, vimn k € w
(m™M* =m™*, vmn, k € w

o oo o

Demostracién
a. m’>=e¢e,(0)=1, VmE w.
b. m!=e,(1) =e,(0") =pp(en(0)=m-m’=m-1=m, VmE€ w.
Las demostraciones de los teoremas c., d. y e. se dejan como ejercicios.

Ordenen w

Teorema 9.
Si m,n € w, entonces
a. ~meEmMAn=m)
b. ~(me€n An=m)
c. ~(nem A mEeEn)
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Demostracién.
a. Sino:n €m A n=m,entonces m € m, contradictorio con el teorema 5.b.
b. Analoga ala demostracién anterior.
c. Sino:n €m A m € n, entonces por teorema4.e.,, n € m A m C n, luego por
axioma de la extensién m = ny por lo tanton € n, lo que contradice el
teorema 5.b.

Observacion.
Del teorema anterior concluimos que:
Si m,n € w, entonces (n€Em)V (n=m)V (m€n)

Definicion.
Para m,n € w, se define la relacién de orden “menor o igual que” ( <), como
(n<m)e [(nem)V(n=m)]
Nota.
(n<m)ye[ms<m)A(n+m)] © (nem)

Teorema 10.
El par (w, <) esun conjunto parcialmente ordenado (CPO), es decir, la relacién
“menor o igual que” en w, verifica que es:

a. n<n, Vn€w (reflexividad)
b. m<mAmM<n)=mnm=m) (antisimetria)
c. mMEsmAmM<p)=>n<p) (transitividad)

Demostracién

a. n<n, Vn € w esverdadera, ya que la disyuncion n € nVn = n es verdadera,
aunque n € n es falso por el teorema 5.b. Por lo tanto, es refleja.

b. Sin<m A m<n,entonces(neémVn=m) A(menVm=n)
Si n € m y m € n, entonces se contradice con el teorema 9.c.
Si n €Em y m = n, entonces se contradice con el teorema 9.a.
Si n=m y m € n entonces se contradice con el teorema 9.b.
Luego n = m. Por lo tanto, es antisimétrica.

c. Sins<mAm<p,entonces(meEmVn=m) A (mepVm=p)
Sin €m y m € p, entonces por teorema4.e., m C p yporlotanto n €p
SineEm vy m=p,entonces n €p
Sin=m y m € p, entonces n €p
Sin=my m=p,entonces n=p
Luego los cuatro casos, n € p Vn = p, entonces n < p. Por lo tanto, es
transitiva.

Observacion.
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UNIVES|DAD
SAN SEBASTIAN

FACULTAD DE CIENCIAS DE . . . . .
LA EDUCACION CARRERA PEDAGOGIA DE EDUCACION MEDIA EN MATEMATICA, MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

La relacion de orden “menor o igual que” (<), no verifica la propiedad simétrica, es
decir, ~\((n<m>=>m<n).

Teorema 11.
n<m= nt <m', vnm € w.
Demostracién.
Equivalentemente demostraremos x € n = x* € n*, Vx,n € w.
Usemos el principio de induccion matematica.
SeaS={new: xeEn=>xten*}
0) Scw.
i) 0€S, enefecto,x €0 = x* € 0" es légicamente verdadera, ya que el
antecedente es falso.
i) Sin€eS, xen= x* €nt (hipdtesis de induccion).
Si x ent =nu{n}, entonces x EnvVx =n.
Si x en=,; xt €nt,pero (n*)* =n*t u{nt}, luego n* c (n*)*,
por lo tanto, x* € (n*)*.
Si x =n=x" =n", pero nt € (n*)*, porlotanto, x* € (n*)*.
Luego en ambos casos x* € (n*)*, si x € n*. Porlotanto, n* € S.
De 0), i) yii) y por el teorema 4.d. (principio de induccion matemidtica) S = w.

)+

Teorema 12.
El par (w, <) esun conjunto totalmente ordenado (CTO), es decir, el par (w, <)
es CPO, y la relaciéon “menor o igual que” en w, verifica que:
Si Vm,n € w, m+#n, entonces (n<m) v (m<n).
Demostracién.
Indicacion para la demostracion por el principio de induccién matematica, considere
S, ={mew: m<n VvV n<m}yrealice induccién sobre m.

Se dice también que " <" es una ordenacion total (un orden estricto, un orden lineal
o convexo). También se dice que el par (w, <) esuna cadena.

Teorema 13.

n+k<m+k

n<m= {n-k<m-k, sik#0

}, vm,n,k € w.

Demostracién
Con n < m, realice induccion sobre k y defina
S={k€ew: n+k<m+k},paralaprimerapartey
S={kew: k=0V n-k<m-k} paralasegunda parte.

Teorema 14.
Tcw, T#® = Ip€T talque p<m, VmET “pesprimerelementodeT”.
Observacion.
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Se dice que el par (w, <) esun conjunto bien ordenado (CBO), ya que todo
subconjunto T no vacio de w, posee primer elemento con respectoa " <".

PEMM, USS Jorge Wevar Negrier
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Construccidn de los enteros.

o o]
Definicién.
En el conjunto w? = wXw, se define la relacién " ~ ", como:
(m,n)~(a,b) em+b=n+a

Teorema 15.
La relacién " ~" en w? es relacién de equivalencia.

Demostracién.
Para demostrar que es relacién de equivalencia, debemos probar que,
vm,n,a,b,p,q € w, se verifican:
a. (m,n)~(m,n), es decir, que es refleja.
b. (m,n)~(a,b) = (a,b)~(m,n), es decir, que es simétrica.
c. (m,n)~(a,b)A(a,b)~(,q) = (m,n)~(p,q), es decir, que es transitiva.
En efecto:
Demostracién de a.
(m,n)~(m,n) & m+n =n+ m esverdadero por la conmutatividad de la
adicién en w, por teorema 6.d.
Las demostraciones de b. y c. se dejan como ejercicios.

Observacioén.
Determinemos las clases de equivalencia de los elementos de w? = wXw vy el
conjunto cuociente @X®W/_

Nota.
Clase de equivalencia se denota y define como

[((m )] ={(xy) €w?: (x,y)~(mn)}

Ejemplos.
1) La clase de equivalencia
[(52)] ={(x,y) € 0* : (x,¥)~(5,2)}
={(x,y) Ew?: x+2=y+5}
= {(6,3),(5,2), (4,1),(3,0),(7,4),(8,5),(9,6), ... }

2) Laclase de equivalencia
[(59)] = {(x,y) € ®* : (x,y)~(59)}
. ={(x,y) Ew?: x+9=y+5}
={ -}

ildentifique algunos de sus elementos!

PEMM, USS Jorge Wevar Negrier



UNIVESIDAD
SAN SEBASTIAN

FACULTAD DE CIENCIAS DE . . ) . .
LA EDUCACION CARRERA PEDAGOGIA DE EDUCACION MEDIA EN MATEMATICA, MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

Ejercicio.
Determine otras clases de equivalencia, ia lo menos tres!

En el siguiente diagrama w? = wXw estan representadas las clases de equivalencia
determinadas en los ejemplos anteriores, esto es, las clases: [(5,2)] y [(5,9)].

1) Represente en el mismo diagrama, otras clases que usted determiné.

2) Encuentre el mejor representante para cada una de las clases.

a) 4

o T r "“." """ T

ST A -

s e e 4

A S T -

) T S

T Ly

0 T 8
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P N S S ¥l N T .
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ()

Notacion:
o [(mn)]=m+(—n)=m-n; mew, n€ w.
* [(m0)]=m; mew.
* [(0,n)] =—n; n€w “enteronegativo (opuestoden )”

Definicion.

7 = a)Xw/N
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Aritmética y orden en los enteros.

Adicion:

Se define operacion adicién como la funcién
@D : Z X 7 — y/A
([(a, )], [(c,)]) — [(a,b)] Dz [(c,d)]
donde [(a,b)] @4 [(c,d)] = [(a + ¢, b + d)], llamada suma de [(a, b)] con [(c,d)]

Determine:
* [52)] Dz [(59)]=
* [(50)] &7 [(0,9)] =

Teorema 16.
(Z, &D,) es un grupo abeliano.

Demostracién.
Para demostrar que es grupo abeliano, debemos probar que, Va, b,c,d, e, f € w, se
verifican:
a. [(a,b)] By [(c,d)] = [(c,d)] By [(a,b)], es decir, que es conmutativa.
b. ([(a,b)] Bz [(c, D] Bz [(e, ] = [(a,b)] Bz ([(c, )] Bz [(e, )], es decir,
que es asociativa.
c. 3Illx,y)] €Z, talque[(a,b)] ®;[(x,y)] = [(a,b)], es decir, que existe una
“clase cero”.
d. V[(a,b)] €Z, 3[(x,y)] €Z,tal que [(a,b)] ®z [(x,y)] es |a “clase cero”, es
decir, que existe una “clase opuesta” para cada clase.
En efecto:
Demostracién de a.
[(a,b)] ©z [(c,d)] =[(a+c,b+d)],
[(c, D] Bz [(a,b)] = [(c + a,d + b)],
pero por teorema 6.d. (conmutatividad de la adicion en w),
[(a+c,b+d)] =[(c+ad+Db)]
Luego [(a, b)] @z [(c,d)] = [(c,d)] Dy [(a, b)].

Las demostraciones de b., c. y d. se dejan como ejercicios.

Multiplicacién:

Se define operacion multiplicacién como la funcion
Xz : Z X 1 — Z

([(a, )], [(c,d)]) — [(a,b)] ®z [(c,d)]
donde [(a, b)] ®; [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)], llamado producto de [(a, b)] con

[(c,d)]
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Determine:
* [(52)]®z[(59)]=
* [(0,2)] ®;[(5,0)] =

Teorema 17.
(Z, ®4) es un monoide conmutativo o semigrupo abeliano con elemento neutro.

Demostracién.
Para demostrar que es semigrupo abeliano, debemos probar que, Va, b,c,d, e, f €
w, se verifican:
a. [(a,b)] ®; [(c,d)] = [(c,d)] ®; [(a, b)], es decir, que es conmutativa.
b. ([(a, )] ®z [(c, D)]) 7 [(e, ] = [(a, b)] ®z ([(c, )] ®z [(e, D), es
decir, que es asociativa.
C. 3 [(x,y)] € Z, tal que [(a, b)] @7 [(x,y)] = [(a, b)], es decir, que existe una
“clase unidad”.
En efecto:
Demostracién de a.
[(a, b)] ®z [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)],
[(c,d)] ®z [(a,b)] = [(ca + db,ch + da)],
pero por teorema 7.f. (conmutatividad de la multiplicacidn en w), y también
por el teorema 6.d. (conmutatividad de la adicién en w),
[(ac + bd, ad + bc)] = [(ca + db, cb + da)]
Luego [(a, b)] ®z [(c,d)] = [(c, )] ®z [(a, b)].

Las demostraciones de b. y c. se dejan como ejercicios.

Observaciones.

Se puede demostrar que no existe una “clase inversa” para cada clase.

Se puede demostrar la distributividad de la multiplicacién, respecto de la adicién, es
decir que, la adicidn distribuye a la multiplicacién en Z.

Ordenen 7 = WXW/_

El orden se puede definir como [(a,b)] <; [(c,d)] ®a+d<b+c
Y se lee como [(a, b)] “es menor o igual que” [(c,d)].
Determine la veracidad o la falsedad de:

* [(52)] =, [(59)]

* [(67)] =z [(42)]

* [(52)] = [(7,4)]

Enteros positivos

Z* = {[(m,n)] : m > n}, estos elementos [(m,n)] se dicen positivos y se denotan
como [(m,n)]>0.
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Teorema 18.
El par (Z, <;) esun conjunto parcialmente ordenado (CPO), es decir, la relacion
“menor o igual que” en Z , verifica que es:
a. [(m,n)] <z [(m,n)], vnm € w
(reflexividad)
b. ([(m,n)] <z [(a,b)] A [(a,b)] <z [(m,n)]) = ([(m,n)] = [(a,b)])
(antisimetria)
c. ([m,n)] <z [(a,b)] A [(a,b)] <z [(p, @)D = ([(m,n)] <z [(, DD

(transitividad)

Demostracién
a. [(m,n)] <z [(m,n)], Yn,m € w es verdadera,yaque m+n <n+mloes,
por el teorema 6.d. o por el teorema 10.a. (antisimetria del orden en w)
Las demostraciones b. y c. se dejan como ejercicio.

Teorema 19.

El par (Z, <;) es un conjunto totalmente ordenado (CTO), es decir, el par (Z, <)
es CPO, y la relaciéon “menor o igual que” en Z, verifica que:

Si V[(m,n)],[(a,b)] € Z, [(m,n)] *# [(a,b)].

Entonces, [(m,n)] <; [(a, b)], o bien [(a, b)] <; [(m,n)].

Demostracién
Aplique el orden total en w, es decir el teorema 12.
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o
°

Construccidn de los racionales.

Definicion.
En el conjunto ZXZ\{0}, se define la relacién" ~", como:
»)~(@b)ep-b=q-a

Teorema 20.
La relacidn

~"en ZXZ\{0} es relacién de equivalencia.

Demostracién.
Para demostrar que es relacién de equivalencia, debemos probar que,
vp,q,a,b,r,s € Z, se verifican:
a. (p,q)~(p,q), es decir, que es refleja.
b. (p,q)~(a,b) = (a,b)~(p,q), es decir, que es simétrica.
c. (p,g9)~(a,b)A(a,b)~(r,s) = (p,q)~(r,s), esdecir, que es transitiva.
En efecto:
Demostracién de a.
(p,q)~(,q) © p-q =q-p esverdadero por la conmutatividad de la
multiplicacién en Z, por teorema 17.a.
Las demostraciones de b. y c. se dejan como ejercicios.

Observacioén.
Determinemos las clases de equivalencia de los elementos de ZXZ\{0} y el conjunto

cuociente ZxZ\{O}/~ .

Nota.
Clase de equivalencia se denota y define como

[(p, )] = {(x,y) € ZXZ\{0} : (x,y)~(p,q)}
Ejemplos.

1) La clase de equivalencia
[(5,2)] ={(x,y) € ZXZ\{0} : (x,y)~(5,2)}
. ={(x,y) €ZXZ\{0}: x-2=y-5}
={(5,2),(10,4), (15,6), ..., (—=5,-2),(—10,—-4), ...}

2) La clase de equivalencia
[(2,3)] = {(x,¥) € ZXZ\{0} : (x,y)~(2,3)}
. ={(x,y) €ZXZ\{0}: x-3=y-2}
={ .}
Identifique algunos de sus elementos.
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Notacion:
_ p
o [ol=p-q’ =, peL qeZ\{0}
19

* [D]l=p; pet

c [Lpl=qt= é; q € Z\{0} “racional, inversode q”
Definicion.

Q = ZxZ\{O}/N

Aritmética y orden en los racionales.

Adicion:
Se define operacion adicién como la funcién
Do o Q X Q - Q
([(a,D)], [(c,)]) — [(a,b)] Dq [(c,d)]
donde [(a,b)] @q [(c,d)] = [(ad + bc, bd)], llamada suma de [(a, b)] con [(c,d)]

Determine:
* [(52)] B [(59)] =
* [(5,-2)] Bq [(-2,9)] =

Teorema 21.
(Q, @Dq) es un grupo abeliano.

Demostracion.
Para demostrar que es grupo abeliano, debemos probar que, Va, b,c,d, e, f € Z, con
b+ 0,d# 0y f # 0 se verifican:
a. [(a,b)] @q [(c,d)] =[(c,d)] Dq [(a, b)], es decir, que es conmutativa.
b. ([(a,b)] Bq [(c, dD)]) B [(e, N] = [(a, b)] Bq ([(c, D] Bq [(e, ]), es
decir, que es asociativa.
c. 3[(x,¥)] € Q talque [(a,b)] Dq [(x,y)] = [(a, b)], es decir, que existe una
“clase cero”.
d. V[(a,b)]€Q 3[(x,y)] € Q, tal que [(a,b)] DBq [(x,y)] es la “clase cero”, es
decir, que existe una “clase opuesta” para cada.
En efecto:
Demostracién de a.
[(a, )] Bq [(c,d)] = [(ad + bc, bd)],
[(c, )] Bz [(a,b)] = [(chb + da, db)],
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Pero por la conmutatividad de la multiplicacion y la adicion en Z (teoremas 17.a.
y 16.a.) tenemos que [(ad + bc,bd)] = [(cb + da, db)]
Luego [(a,b)] @z [(c, )] = [(c,d)] Dy [(a, b)].

Las demostraciones de b., c. y d. se dejan como ejercicios. 20

Multiplicacién:
Se define operacion multiplicacién como la funcion
R o Q x Q — Q
([(a, b)), [(c,d)]) — [(a,b)] ®q [(c,d)]
donde [(a, b)] ®q [(c,d)] = [(ac, bd)], llamado producto de [(a, b)] con [(c, d)]

Determine:
* [(52)] ®q[(59)] =
* [(-1,2)] ®q [(5,-2)] =

Teorema 22.
(Q, ®q) es un grupo abeliano.

Demostracién.
Para demostrar que es grupo abeliano, debemos probar que, Va, b, c,d, e, f € Z, con
b+ 0,d# 0y f # 0 se verifican:
a. [(a,b)] ®q [(c,d)] = [(c,d)] ®q [(a, b)], es decir, que es conmutativa.
b. ([(a,b)] ®q [(c,D]) ®q [(e, ] = [(a, b)] Qg ([(c, )] ®q [(e, N]), es
decir, que es asociativa.
c. 3[(x,¥)] €Q talque[(a,b)] ®q [(x,y)] = [(a, b)], es decir, que existe una
“clase unidad”.
d. V[(a,b)] € Q, excepto la “clase cero”, 3 [(x,y)] € Q, tal que
[(a, b)] Qg [(x,¥)] es la “clase unidad”, es decir, que existe una “clase inversa”
para cada clase, distinta a la “clase cero”.
En efecto:
Demostracién de a.
[(a, D)] ®q [(c, )] = [(ac, bd)],
[(c, D] ®q [(a, b)] = [(ca,db)],
pero por teorema 17.a. (conmutatividad de la multiplicacién en Z), [(ac, bd)] =
[(ca,db)]
Luego [(a,b)] ®q [(c,d)] = [(c, )] Rq [(a, b)].

Las demostraciones de b. c. y d. se dejan como ejercicios.
Observacioén.

Se puede demostrar la distributividad de la multiplicacién, respecto de la adicidn, es
decir que, la adicion distribuye a la multiplicacion en Q.
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Ordenen Q = ZXZ\{O}/~

El orden se puede definir como: [(a, b)] <q [(c,d)] & (ab)(dd) < (cd)(bb)
Y se lee como [(a, b)] “es menor o igual que” [(c,d)].

Nota.
Se puede definir el orden de manera mas simple, cuando b y d, son del mismo signo
(bd > 0) o de signo contrario (bd < 0).

Determine la veracidad o la falsedad de:
o [(52)] ¢ [(2,3)]
o [(=38)] = [(5,2)]
* [(213)] SQ [(_3;4‘)]

Racionales positivos
Q" ={[(p,q)]: pg > 0}, estos elementos [(p, q)] se dicen positivos y se denotan
también como [(p,q)] > 0.

Teorema 23.

El par (Q, <o ) es un conjunto parcialmente ordenado (CPO), es decir, la relacion
“menor o igual que” en Q, verifica que es refleja, antisimétrica y transitiva:

a. [0 @] <ql gl Vp,q€E€Zconqg*0.

b. ([(. )] <q [(a,D)] A [(a,b)] <q [0, D]) = ([(p, )] = [(a, )]

c. ([(mn)]<ql(ab)] A [(a,b)] <q [(p,D]) = ([((m,n)] <q [, P])

Demostracion

a. [(p9)] <q (. 9)], VYp,q € Z, con q # 0.es verdadera, ya que (pq)(pq) <
(pq)(pq) lo es, por el teorema 18.a. o por el teorema 18.b. (antisimetria del
orden en Z)

Las demostraciones b. y c. se dejan como ejercicio.

Teorema 24.
El par (Q, <o ) es un conjunto totalmente ordenado (CTO), es decir, el par
(Q, <o ) es CPO vy la relacidon “menor o igual que” en Q, verifica que:

Si V[(p,@)],[(a,b)] € Q, [(p,q)] # [(a,b)].
Entonces, [(p, 9)] <q [(a, b)], o bien [(a, b)] <q [(p, D].

Demostracion
Aplique el orden total en Z, es decir el teorema 19.

Densidad en los racionales
Si 5,7€Q ns<gr,enton ST e Qys< <ot
is, ,con s <q 1, entonces — y 05 <eT-

PEMM, USS Jorge Wevar Negrier



UNIVES| DAD
SAN SEBASTIAN

FACULTAD DE CIENCIAS DE . . . . .
LA EDUCACION CARRERA PEDAGOGIA DE EDUCACION MEDIA EN MATEMATICA, MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

OOW

Cortaduras de Dedekind

Sabemos que los numeros racionales se extienden a lo largo de toda la recta y que
son densos en ella, es decir, hay niumeros racionales “tan cerca uno de otro, como uno
quiera” de cualquier punto sobre la recta. Sin embargo, es sabido también que hay puntos
sobre la recta, por ejemplo, el correspondiente al V2, que no es ninglin nimero racional,
aungue se pueda construir geométricamente, usando el Teorema de Pitagoras con un
triangulo de catetos iguales a 1.

Aunque los nimeros racionales Q tienen muy buenas propiedades, las de “cuerpo
totalmente ordenado y denso”, tiene un defecto importante, la presencia de muchos
“agujeros”, los que provocan que algunas operaciones no tienen inversas en Q.

El siguiente teorema presenta un defecto de @, y de manera formal.

Teorema 25.

~(Ax€EQ, x2=2=0), V2¢0Q

Demostracién.
Suponga que existe un racional x = [(p,q)] = Z, irreductible y tal que x? =

(irreductible en el sentido que los enteros, p y g no tienen factores comunes), luego p? =
2 g%, lo que implica que p? es pary por lo tanto, p también es par. Entonces podemos
escribir p = 2k, para algun k entero, lo que implica que p? = 4 k? = 2 q?, por lo tanto,
q* = 2 k?, luego q* es pary q también es par, lo que contradice que p y q sean enteros
irreductibles.

La siguiente definicion ya de hecho, introduce los nimeros reales. Sin embargo, esta
definicién es muy técnica y se debe recorrer un camino muy largo para ver (y probar) que las
cortaduras realmente pueden ser tratadas como nimeros reales.

De modo que serdn llamadas numeros solo después de definir y demostrar las
propiedades aritméticas y de orden en el conjunto de las cortaduras.

La presentacion de los nimeros reales que desarrollaremos fue propuesta por
primera vez por Dedekind en 1888. Esta no es la Unica manera de construir los numeros
reales, Cantor lo propuso con sucesiones de Cauchy, sin embargo requiere de conocimientos
de analisis, en cambio la de Dedekind es netamente conjuntista o algebraica.
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Definicion.
Una cortadura de Dedekind o simplemente una cortadura (izquierda) en los nimeros
racionales es un subconjunto a de @Q que cumple las siguientes condiciones:
1) a+0 vya+Q.
2) Sir€a, Vx €Q, x <¢r, entonces x € a.
3) Sir€a,entonces Iy €a, r<gYy.

Observacion.

Las condiciones anteriores indican que:

1) a subconjunto propiode Q.

2) Siunracional r € a, entonces todos los racionales mas pequefios también estan

ena.

3) a notiene un elemento maximo.
Ejemplos.

1) El conjunto vacio no es cortadura.

2) Si a = Q,entoncesa no es cortadura.

3) Sis€eQ,entonces a, ={x €Q: x <q s } esunacortadura.

4) B={x€Q: x?> <y 2} noescortadura.

5 y={x€Q:x<q0Vx*<¢g2}=a,Uf{xeQ: x><y2} escortadura.
Observacion.

Una cortadura de Dedekind izquierda (o simplemente cortadura) es, intuitivamente,

un subconjunto de los racionales que se parece a un rayo izquierdo. Para un nimeros € Q
a;={xeQ: x<gs}.

OOW
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De hecho, si tuviéramos el conjunto R de los nimeros reales, entonces cada
cortadura seria un conjunto de tipo ]—o,c [N Q, paraalginc € R.

Demostremos que a; = {x € Q: x <g s } efectivamente es una cortadura.

Es decir que, a; es un subconjunto de Q que cumple las siguientes condiciones:
1) a0 ya, #Q.

2) Sir€a;, Vx €Q, x <qr,entonces x € a; .

3) Sir€a,,entonces Iy €a;, r<qgy.

En efecto:

1) s—1<gsycomos—1€Q, s—1€a,,luego a; # Q.
s+1€Q pero s<gs+1,luegos+1¢&ag,entoncesa; # Q.
2) Sear€a;, & Tr€EQ, r<gS
Vx €Q, x <qgr = x <@ s portransitividad en los racionales, luego x € a; .
3) Sear€a;, & r€eEQ, r<gs
Por la densidad de Q, Ely=rzﬁe Q talque r <Q%<Qs,luego VEag,y
ademas verifica que r <q Y, es decir, as no tiene elemento maximal.

De 1), 2) y 3) se concluye que a; es cortadura.

Definicion.
Se define el conjunto de los niumeros reales R, como

R={adcQ: aescortadura }.

Hay una obvia inyecciéon de Q en R, asaber f: Q : R definida como
f(s)=a, = {x EQ: x<gs } de esta forma, al igual que los naturales pueden
considerarse contenidos dentro de los enteros quienes estdn dentro de los racionales, estos
ultimos estan contenidos dentro de los reales. Esdecir: w cZc Qc R

Cuando se dota a los reales de una estructura algebraica y de orden, veremos que
esta copia de Q en R respeta todas las propiedades esenciales de Q.

Las cortaduras del tipo ag; cons € Q se llaman cortaduras racionales. Las
cortaduras que no son de ese tipo se llaman cortaduras irracionales o nimeros irracionales.
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Orden y aritmética en los reales.

Orden en R.

La relacion de orden " <p " definidacomo "a <g B "siysolosi a C £.
Teorema 26.

El par (R, <gr ) es un conjunto parcialmente ordenado (CPO), es decir, la relacion
“menor o igual que” en R, verifica que es:

a. a<pa Va€eR (reflexividad)
b. (@a<gfB ANB<ga)=(x=p) (antisimetria)
c. (@<gBAB=Z<Ry)=(@=ZgY) (transitividad)

Demostracién
a. a <ga,Va€eR, yaque a Ca.
Las demostraciones b. y c. se dejan como ejercicio.

Teorema 27.

El par (R, <gr ) esun conjunto totalmente ordenado (CTO), es decir, el par
(R, <gr) esCPOy larelacién “menor o igual que” en R, verifica que:
Si Va,B € R, a # [.Entonces, @« <g 5, 0 bien § <y a.

Demostracion
Si a # 8, entonces existe un racional r, tal que r € (¢ — ) o bienr € (8 — a).

a. Sir€(a—p) entoncesVx € B,x<qT,

o 0 O

Luego por la parte 2 de la definicién de cortadura para a, x € a.
Asi B C a,y porlotanto, f <p «.

b. Si r € (B — a), andlogamente se concluye que a <p .
Porlo tanto,dea.yb., Va,f € R, a # B. Entonces, a <R 8, o bien f <R «.

Observacién.
Este orden también es denso y sin primer ni ultimo elemento en R.

Definicion.
Orden estricto, " <g " se definecomo "a <g B"siysolosi a C f Aa # f5.
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Teorema 28.

Si S es un conjunto de cortaduras, S # @ y acotado superiormente, entonces S
tiene una cota superior minima. Conocido como el “axioma del supremo” en la teoria 26
axiomatica del cuerpo ordenado y completo de los nimeros reales.

Demostracién.
Sea S un conjunto de cortaduras, S # @ y acotado superiormente.
Seaf={x€Q:a,<ga algina € S}

S

o 0 O

Probaremos que:

a. f escortadura.

b. [ escota superior de S.

c. [ eslaminima cota superior de S.

En efecto:

a. Parademostrar que es cortadura, debemos verificar la definicion.

1) BcQpB#+0,B+Q.

2) Sirep, entoncesa, <g a, algina € S. Luego Vx € Q, x <q T,
entonces a, <R @, ,asi a, <g a, por lo tanto x € (5.

3)  Sim fuera maximo de (3, se debe cumplir que a,, <R @, algina € S, es
decir, m € a y seria maximo de a también, pero a es cortadura y no tiene
maximo, lo que es contradictorio.

Del.,2.y3., B escortadura.

b. Si a € §, entonces por definicién Vx € a = x € 5, luegoa C f & a <y [, por

lo tanto, S es cota superior de S.

c. Siy esotracota superiorde S, implicaque a <p y, Va € S, luegoque a C y,

Va € S. Luego si x € f3, entonces x € y, es decir, f§ C y, por lo tanto § <R V.

Por lo tanto 8 es la menor cota superior, es decir, § = sup S.

Aritméticaen R
Definicion.

Si a y f son cortaduras, entonces se define la suma de a con 8, como sigue:
a+B={z:z=x+y, alginx € a, alginy € B }.

Definiciones.
1) 0=a0={xEQ:x<QO}.
2) —a={x€eQ: —x¢&a —xnoeselemento minimo de Q\a }.

3) P={a:aescortadura y O <g a }. (cortaduras positivas)

PEMM, USS Jorge Wevar Negrier



UNIVES|DAD
SAN SEBASTIAN

FACULTAD DE CIENCIAS DE . . . . .
LA EDUCACION CARRERA PEDAGOGIA DE EDUCACION MEDIA EN MATEMATICA, MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

Teorema 29.
Si a, B y y son cortaduras, entonces
a. a+ f escortadura.

b. a+p=p+a.

c. (a+B)+y=a+B+y).

d a+0=aqa.

e. —a escortaduray a + (—a) = 0.

Demostracion.
a. Parademostrar que a + 8 es cortadura, se debemos probar que se verifica la
definicion. Es decir que a + [ cumple las siguientes condiciones:

1) a++0 ya+pf +#Q (a+p subconjunto propio de Q).

2) Sirea+p, VzeQ, z<yr, entonces z € a + f.

3) Siwea+p,entonces 3z€a+f, w<gz (a+pfnotieneun
elemento maximo).

En efecto:

1) Comoa#0Q vy [ # 0, existenx Eay y € §,entoncesx +y € a + f3, por
lotantoa + S # 0.

Comoa#Q vy B+ Q,existenr,s €Q,talque Vx Eay VY €, x <qT,
y <q S,porlotantox +y <q 7 + s, entonces r+s € a +  por lo tanto
a+p #+Q.

2) Siz<gr=x+y€a+p,entoncesz—x <gr—x =y € ycomo f es
cortadura, z—x € B,luego z=x+(w —x) €Ea + .

3) Siw€a+p,entoncesw=r+s conr€a,s €. Comoayf son
cortaduras Ax € a, r <g x. Iy €Ea, s <g Yy, entoncespara w =71+ 5 €
a+pf,existez=x+y€a+ftalquew =r+5 <gx+y =z esdecir
a + f no tiene un elemento maximo.

Las demostraciones de b., c., d, y e., se dejan como ejercicios.

Teorema 30.
a. Siap€E®P, entonces a+p EP.
b. Si a escortadura, entonces a =0V a€P V (—a) €P.
c. Sia, [ yysoncortadurasy a <g f,entonces a+y <gpf +7v.

Demostracién.
a. Sia B€EP, afsoncortadurasy O <g a, O <g B, entonces O <g a + f,ya
que 0 c a, O c fimplicanque O Cc a + . Porlotanto a + f € P.
Las demostraciones de b. y c., se dejan como ejercicios.

Definicion.

Si a y f son cortaduras, con a,f8 € P, entonces se define el producto de a con f3,
como sigue:
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a-ﬁz{zE(@:zSQO Vz=xyualginx € a,alginy € B,con 0 <g x,0 <Qy}.

Teorema 31.
Si a y B son cortaduras, con a, 8 € P, entonces
a. a-f escortadura.

b. a-f=p0"«.

Demostracion.
a. Parademostrar que a - § es cortadura, se debemos probar que se verifica la

definicion. Es decir que a - 8 cumple las siguientes condiciones:

1) af#0 ya-f+#Q (a-p subconjunto propio de Q).

2) Sir€a-PB,VzeEQ, z<gr, entonces ZE a-pf.

3) Siw€a-pB,entonces 3z€a B, w<qgz (a-p notieneunelemento
maximo).

En efecto:

1) Comoa+#Qypf #@existenx Eay y€p,con0<gx, 0<qy,entonces
z=xy€a-B,porlotantoa-f # @.

Comoa #Q vy B # Q existenr,s € Q, talque Vx Eay VY €, x <o T,
y <q S, porlotanto xy <q rs, entonces rs € a - f§ porlotantoa-f # Q.

2) Sear€a-f. Paracualquierz € Q, z <q .
Si z<qp 0, entoncesz € a - B.

Si 0 <q z,entonces 0 <g r.Porlotantor = xy algin x € @, alginy € f.
r _ZXy _

z zZ
Luego z = —= = (; x) Yy, como0<qgz<qgT, entonces; <p L

"
Por lo tanto f X €Ea,luego z € a - .
3) Sea w € a - f3, entonces:
Siw <q 0, entonces existe algin x € a, con 0 <g x y alginy € f3, con
0<qgy luegoz=xy€a-fyw=qz
Supongamos ahora que 0 < w, entonces w = xy para algin x € a, con
0 <q x,alguny € B, con 0 <, y. Ademads a contiene algin X, x <q X.
Ahorasiz = Xy, entonces w =xy <qgzy Z€ a"p.
Luego a - B no tiene un elemento maximo.
b. Parademostrarque @ -8 = - @ se recurre a la conmutatividad de los racionales
positivos. En efecto:
a-f = {z €EQ:2z<¢0Vz=xyalginx € a,alguny € B,con 0 <g x,0 <g y}
= {z €EQ:z<¢g0Vz=yxalginy € B,alginx € a,con 0 <q y,0 <q x}

=p("a.
Definicion.

Si a es cortadura, entonces se define
1) lal_{ a, sia €P Va=0.
" |—a, si (—a) €eP.
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0, sia=0VpE=0
2) a-f=4 lal-1pl, si a,EPV (-a),(-p)EP
—(lal - 18D, si a,(-B)EP V (—a),BEP
3) IJ=a;={x€Q: x<q1} »
Definicién.
Si a es cortadura, entonces se define si
1) a€eP:
al = {x EQ:x<q0, Vx>q0 /\9—15 ¢ a,pero % no es elemento minimo de Q\a}.
2) (—a)EP:
a” = —(lal™).
Teorema 32.
Si a, B y y son cortaduras, entonces
a. a-B=pf-a.
(a@a-B)y=a- (B y).

b
c. a-J=nua.

d. a7’ escortadura,sia #0 y a-a’ =17.
e. a-B+y)=a-B+a-vy.

Demostracién.
0, sia=0Vp=0
a. a'f= la|-1Bl, si a,BEP V (—a),(—B)EP
—(al- 18D, si a,(-f)EP V (—a),fEP

Pero por teorema 31.b. (conmutatividad del producto de cortaduras positivas)

Bra=
0, sia=0Vp=0
1Bl -lal, st Ba€P Vv (=p),(-a) €P
=Bl -lab), si B(-a)eP Vv (=p)ae?P

Luego se verificaquea - = f - a.
Las demostraciones de b., c., d. y e., se dejan como ejercicios.

Asi se demuestraque R ={a c Q : «a es cortadura } con el orden definido y las
operaciones aritméticas de adicién y multiplicacidn es un cuerpo ordenado y ademas
completo.

La unicidad de los denominados ahora con propiedad de los nimeros reales culmina
con la construccién de los nimeros reales, “Unico cuerpo ordenado y completo”, salvo
isomorfismo.
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Comentarios finales

La construccion de Cantor esta pensada para que las sucesiones de Cauchy sean
siempre convergentes, ya que todo nimero real debe ser el limite de alguna sucesién de 30
Cauchy de numeros racionales, pero como muchas (mejor dicho infinitas) sucesiones son
convergentes a un mismo a se debe definir la equivalencia de dos sucesiones.

Definicion.
Sean (Xn)new € Q, n)new € Q, dos sucesiones de Cauchy, entonces la relacion "~",
como (xn)nEw ~ (yn)new = rlll_r)go(xn - yn) = 0.

Observacion.

Esta relacion "~", se demuestra que es de equivalencia.

Si las clases de equivalencias de las sucesiones (@,;)new € Q vV (by)new € Q se
denotan por

a = {(xn)ne(u cQ: (xn)ne(u ~ (an)nEw }

p = {(xn)nEw cQ: (xn)nEw ~ (bn)nEw }.

Se demuestraque aN B =@, obien a =p.

Definicion.
Se define el conjunto de los nimeros reales R, como

R = {a : aes clase de equivalencia }

Observacioén.
Posteriormente se define una aritmética y un orden en R, y se demuestra que R, es
un “cuerpo ordenado y completo”.

Finalmente podriamos preguntarnos:
* ¢Con qué construccion nos quedamos, con la de Dedekind o la de Cantor?
* ¢las cortaduras racionales? o élas sucesiones racionales de Cauchy?
e ¢(Por qué no una sucesién convergente de aproximaciones racionales? , es decir,
e ¢(Por qué no recurrir a los métodos numéricos?

Resulta mas natural o real, donde el concepto esté por sobre la definicion formal y
rigurosa y la demostracion de sus propiedades.

Por ejemplo, generar aproximaciones racionales al real V2

Determinar un conjunto de aproximaciones racionales de ninguna, de una, de dos, de
tres, cifras decimales que verifique que x? <@ 2. Llacual es parte de la cortadura

y={xeQ: x<g0vVvx?<y2}
Es decir, con calculadora se puede obtener: {1; 1,4; 1,41; 1,414;..} c y.
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Observaciones finales.

1. Hay una obvia inyeccién de Q en R, a saber

1-1
f: Q — R definidacomo f(s) =a;={x€Q: x<q¢s},VsEQ. .

Y un isomorfismo entre (Q,+Q, -Q,SQ) y (f(Q,+r, 'r,<p)-

De esta forma, puede considerarse que Q C RR.

2. También hay una inyeccién de Z en Q, a saber
1-1
f: Z— Q definidacomo f(p)=I[(p,1)],VpEL.

Y unisomorfismoentre (Z,+z, "7,<z) v (f(Z),+q, ¢ <q)
Asi mismo, puede considerarse que Z C Q.

3. De la misma forma, hay unainyeccién de w en Z, a saber

1-1
f: w —> Z definidacomo f(m)=[(m,0)],Vme w.
Y un isomorfismo entre (w,+,, 'w,<o) ¥ (f(@),+z, "7z,<2).

Luego también puede considerarse que W C Z. .

Asi, podemos escribir w C Z € Q C R.

Cuando se dota a los reales de una estructura algebraica y de orden, veremos que
esta copia de @ en R respeta todas las propiedades esenciales de Q.

Las cortaduras del tipo agy cons € Q se llaman cortaduras racionales. Las
cortaduras que no son de ese tipo se llaman cortaduras irracionales o nimeros irracionales.
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Anexo A:

Sistema Axiomatico de Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZFS)
32

Axioma de extensidn.
Dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen los mismos elementos.
E=X

Axioma de la especificacion.
A todo conjunto y a toda condicién corresponde un nuevo conjunto cuyos elementos son
precisamente aquellos del conjunto para los cuales se cumple la condicién.

E={peC: F(p)}

Axioma del apareamiento.
Para dos conjuntos cualquiera, existe un conjunto al cual pertenecen ambos.
P ={A,R}

Axioma de la union.
Para toda coleccion de conjuntos existe un conjunto que contiene a todos los elementos que
pertenecen cuando menos a uno de los conjuntos de la coleccién.

U= N
N€eo

Axioma de la potencia.
Para cada conjunto existe una coleccidn de conjuntos que contiene entre sus elementos a
todos los subconjuntos del conjunto dado.

P(O)={T: T co}

Definiciones y propiedades de:
* Relaciones. Funciones. (revisada en Algebra de Funciones)
* Equivalencia y orden. (estudiada en Fundamentos Estructurantes de la Matematica).

Axioma del infinito (axioma de Peano).

Existe un conjunto que contiene al 0 y al sucesor de cada uno de sus elementos.
AW, 0e WA(xeW = xU{x} eW)

Axioma de eleccidn.
El producto cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios es no vacio.

v{Aj}jEJ 0,4 =0 VjiE] = jejAj 0]

Axioma de sustitucion o reemplazo.

SiS(a, b), es una condicién o frase tal que para cada elemento a de un conjunto A el
conjunto { b : S(a, b) } puede ser formado, entonces existe una funcién F con dominio A tal
que F(a) = {b:S(a,b)} para cada a de A.
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Anexo B:

Relaciones de equivalencia y Conjuntos Cuocientes. Notacion.

Una relacién R en A es de equivalencia, si es refleja, simétrica y transitiva.
Clase de equivalencia de a € A, es el conjunto de todos los elementos de A que estdn
relacionados con "a" bajo la relacién R.
[al]={x€A: xRa}
Conjunto cuociente:
Si R es unarelacién de equivalencia en A, entonces el conjunto cuociente de A con la
relacion R es el conjunto formado por todas las clases de equivalencias.
Alp={lal: Va€A}
Observacion VIP
Si [a] = [b], entonces aRb.

Ejemplos de relaciones de equivalencia
En el conjunto de rectas en el espacio:

xRy x|y

En un conjunto A cualquiera:
XRy s x=y

En el conjunto potencia P(A) de un conjunto A cualquiera finito:
xRy & k(x) = k(y) x,ycA

En el conjunto potencia P(A) de un conjunto A cualquiera infinito:
af
XRy & x>y x,yCcA

En particular, si A = Q, tenemos varios subconjuntos de los racionales, tales como
P, w,Z , donde IP denota el conjuntode lospares(Pcw cZ c Q)

wRP & w <i> P = w=P & w esequipotente con P

wRZ & w <i> Z = w=1Z& w esequipotente conZ

wRQ & w <i> Q = w=Q © w esequipotente con Q
También se verifica que:
wRwXw & w <i> wXw = w=xwXw S w esequipotente con wXw

Notas:
* x|y©exdiideay © In€N, y=nx
* p esdivisiblepor m & 3k €Z p=km © p € mZL
e mZ={0,+m,+2m,+3m, ...} enteros muiltiplos de m
xRy & x — y es divisible por m
o < congruencia de x con 'y, moédulo m
& x =y (modm)

/]

En general, usamos el simbolo a cambiodela “R”.
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Resumen final

La Axiomatica de la Teoria de Conjuntos trata los siguientes temas:

Axiomas de la extensién, especificacion, apareamiento, unién y potencia. (estudiada en
asignaturas de Algebra)

Primera parte (Unidad 1 de Tépicos de Matematica Contempordnea, desde 2016):
= Axioma del infinito y axiomas de Peano.
= Construccién de los naturales w.
= Principio de Induccion Matematica y recursividad.
= Aritmética y orden en los naturales w.
= Relaciones de Equivalencia. Clases de equivalencia.
= Construccion de los enteros Z y los racionales Q como conjuntos cuocientes.
= Aritmética y orden en los enteros Z y los racionales Q.
= Cortaduras de Dedekind o Sucesiones de Cauchy de Cantor.
= Aritmética, orden y completitud en los reales R.
Segunda parte (Unidad 2 de Tdpicos de Matematica Contemporanea, desde 2016):
= Equipotencia, Orden subordinado a la equipotencia entre conjuntos.
= Teoremas de Cantor.
= Cardinalidad de conjuntos finitos e Infinitos.
= Cardinalidad de los conjuntos numéricos: w, Z, Q, R e intervalos.
= Alefy la hipotesis del continuo.
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